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ABSTRACT
Robust and Fault Tolerant Control of Wheeled
Mobile Robots In Formation
This paper deals with robust and fault tolerant controls
of wheeled mobile robots (WMRs) in formation. The
robust approach is based on output feedback nonlinear
H∞ control. The fault tolerant approach is based on
output feedback H∞ control of Markovian jump linear
systems to ensure stability of the formation when one of
the robots is lost during the coordinated motion. The
coordination is performed with the robots following a
leader, and any robot of the formation can assume the
leadership randomly. The mobile robots exchange in-
formations according to a pre-specified communication
directed graph (digraph).
KEYWORDS: Formation Control, Mobile Robots, Non-
linear H∞ Control, Markovian Control.
RESUMO
Este artigo trata de controle robusto e controle tolerante
a falhas de movimentos coordenados de roboˆs mo´veis
com rodas. O controle robusto e´ baseado em controle
H∞ na˜o linear por realimentac¸a˜o da sa´ıda. O controle
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tolerante a falhas e´ baseado em controle H∞ por rea-
limentac¸a˜o da sa´ıda de sistemas lineares sujeitos a sal-
tos Markovianos para garantir estabilidade da formac¸a˜o
quando um dos roboˆs e´ perdido durante o movimento
coordenado. A coordenac¸a˜o e´ realizada em func¸a˜o de
um lider e qualquer roboˆ da formac¸a˜o pode assumir a
lideranc¸a de maneira aleato´ria. Os roboˆs mo´veis trocam
informac¸o˜es de acordo com um grafo de comunicac¸a˜o
direcionado (d´ıgrafo), definido a-priori.
PALAVRAS-CHAVE: Controle de Formac¸a˜o, Roboˆs Mo´-
veis, Controle H∞ Na˜o Linear, Controle Markoviano.
1 INTRODUC¸A˜O
Diversas abordagens teˆm sido apresentadas na literatura
para resolver problemas de controle de mu´ltiplos roboˆs
mo´veis, (Chaimowicz et al., 2004; Pereira et al., 2008).
Em particular, vamos considerar neste artigo estrate´gias
de controle para roboˆs mo´veis com rodas (RMRs) que
seguem um l´ıder, veja por exemplo (Desai et al., 1998) e
(Tanner et al., 2004). Uma abordagem que utiliza teo-
ria dos grafos foi proposta por (Fax and Murray., 2004)
para o controle cooperativo de mu´ltiplos sistemas line-
ares. A teoria dos grafos e´ uma importante ferramenta
capaz de tratar adequadamente os problemas que en-
volvam comunicac¸a˜o de dados entre agentes do sistema,
(Lafferriere et al., 2005; Olfati-Saber and Murray, 2002).
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Apesar do grande nu´mero de resultados que tem apare-
cido na literatura, na˜o foram encontrados procedimen-
tos que envolvam controle robusto de roboˆs mo´veis em
formac¸a˜o sujeitos a alternaˆncia de l´ıder. Tambe´m na˜o
foram encontrados sistemas tolerantes a falhas basea-
dos nos modelos dinaˆmicos dos roboˆs para esse tipo de
problema. Esses dois aspectos sa˜o tratados neste artigo.
Na primeira estrate´gia de controle formulada conside-
ramos um conjunto de RMRs em formac¸a˜o onde os roboˆs
manteˆm constantes as suas posic¸o˜es e orientac¸o˜es rela-
tivas durante o movimento. Cada RMR fornece a sua
informac¸a˜o de posic¸a˜o somente a um subconjunto do
grupo, estabelecido pelo projetista atrave´s de um d´ı-
grafo. A partir das trajeto´rias desejadas geradas pelo
controlador descrito em (Williams et al., 2005), projeta-
mos um controlador H∞ na˜o linear com realimentac¸a˜o
da sa´ıda que considera as caracter´ısticas cinema´ticas e
dinaˆmicas dos roboˆs mo´veis em formac¸a˜o. O objetivo e´
aplicar o controle robusto para um grupo de RMRs que
devem seguir uma determinada trajeto´ria e se manter
em formac¸a˜o mesmo quando ha´ alternaˆncia de lider du-
rante o movimento. Esta estrate´gia de controle e´ usada
para rejeitar primeiramente determinadas incertezas pa-
rame´tricas e perturbac¸o˜es externas em cada roboˆ da for-
mac¸a˜o. Tambe´m vale destacar a vantagem de se utilizar
abordagens robustas utilizando os modelos dinaˆmicos de
cada RMR quando o movimento coordenado ocorre em
alta velocidade.
Na segunda estrate´gia de controle desenvolvemos um
sistema tolerante a falhas para evitar instabilidade na
formac¸a˜o dos roboˆs quando houver perda de um dos
roboˆs durante o movimento. Com base na teoria de Mar-
kov desenvolvemos um modelo que representa as poss´ı-
veis configurac¸o˜es de formac¸a˜o e considera as mudanc¸as
abruptas de configurac¸a˜o. O modelo e´ desenvolvido ba-
seado em sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos
(SLSM) (Siqueira et al., 2007). Para formular este mo-
delo, as dinaˆmicas dos roboˆs sa˜o linearizadas em torno
de pontos de operac¸a˜o. As probabilidades de ocorreˆncia
de falhas e dos roboˆs estarem em determinados pontos
de linearizac¸a˜o sa˜o definidas a priori e dependem de
cada aplicac¸a˜o espec´ıfica. Com o modelo proposto, o
controlador H∞ por realimentac˜a˜o de sa´ıda de SLSM
desenvolvido em (de Farias et al., 2000) e´ utilizado para
garantir a estabilidade da formac¸a˜o mesmo quando o
sistema esta´ sujeito a falha.
Este artigo esta´ organizado da seguinte maneira: na
Sec¸a˜o 2 sa˜o apresentados os procedimentos necessa´rios
para a gerac¸a˜o das trajeto´rias desejadas, na Sec¸a˜o 3 e´
apresentado o controle cinema´tico dos roboˆs mo´veis, na
Sec¸a˜o 4 e´ apresentado o controle robusto baseado na
dinaˆmica dos roboˆs mo´veis, na Sec¸a˜o 5 e´ apresentada
a estrate´gia de controle tolerante a falhas baseada nos
modelos lineares sujeitos a saltos Markovianos dos roboˆs
mo´veis com rodas e na Sec¸a˜o 6 sa˜o apresentados resulta-
dos de simulac¸a˜o referentes a`s duas estrate´gias de con-
trole apresentadas.
2 GERAC¸A˜O DAS TRAJETO´RIAS DE RE-
FEREˆNCIA
Nesta sec¸a˜o e´ apresentado o controlador descentralizado
proposto em (Williams et al., 2005) cuja finalidade e´ ge-
rar as trajeto´rias de refereˆncia para que os RMRs se mo-
vimentem em formac¸a˜o r´ıgida. Assume-se que N roboˆs
mo´veis participem do movimento coordenado sendo que
a trajeto´ria de refereˆncia de cada roboˆ e´ representada
no sistema de coordenadas inercial (X,Y ) pela seguinte
equac¸a˜o de estado:
x˙i = Avehxi +Bvehui, i = 1, . . . , N, xi ∈ R4
sendo que xi = [xri x˙ri yri y˙ri ]
T representa as posic¸o˜es
para o i-e´simo RMR e suas derivadas, e ui representa
as entradas de controle. As matrizes Aveh e Bveh, teˆm
a seguinte forma:
Aveh =

0 1 0 0
0 a22 0 a24
0 0 0 1
0 a42 0 a44
 , Bveh =

0 0
1 0
0 0
0 1

sendo aij constantes relacionadas a` trajeto´ria desejada
para a formac¸a˜o. A trajeto´ria do l´ıder pode ser alterada
variando-se os elementos da matriz Aveh. Por exemplo,
se a22 = a24 = a42 = a44 = 0, temos uma reta com
inclinac¸a˜o dada pelas condic¸o˜es iniciais; se a22 = a44 = 0
e a24 = −k e a42 = k, com k > 0, temos uma elipse.
Esta variac¸a˜o pode ser realizada ao longo do tempo para
se criar uma trajeto´ria varia´vel do l´ıder. Os zeros nas
colunas um e treˆs de Aveh sa˜o necessa´rios para garantir
a convergeˆncia dos roboˆs mo´veis para a formac¸a˜o (veja
(Laferriere et al., 2004) Proposic¸a˜o 3.1 e (Veerman et al.,
2005) Proposic¸a˜o 4.2).
O vetor x = [xT1 x
T
2 . . . x
T
N ]
T descreve a combinac¸a˜o de
todas as trajeto´rias dos N roboˆs. Os vetores de posic¸a˜o
e velocidade sa˜o definidos, respectivamente, por
xp =[(xp)
T
1 . . . (xp)
T
N ]
T e
xv =[(xv)
T
1 . . . (xv)
T
N ]
T ,
sendo (xp)i = [xri yri ]
T e (xv)i = [x˙ri y˙ri ]
T . Assim, o
vetor x e´ reescrito como
x = xp ⊗
(
1
0
)
+ xv ⊗
(
0
1
)
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sendo que ⊗ representa o Produto de Kronecker.
A definic¸a˜o de formac¸a˜o a ser considerada neste trabalho
e´ caracterizada pelo vetor
h = hp ⊗
(
1
0
)
∈ R4N ,
sendo hp = [(hp)
T
1 . . . (hp)
T
N ]
T o vetor das posic¸o˜es
descritas no sistema de coordenadas inercial (X,Y ) que
definem a formac¸a˜o, sendo (hp)i = [hxi hyi ].
Os N RMRs esta˜o em formac¸a˜o h no tempo t se existi-
rem vetores q, w ∈ R2, tais que,
(xp)i(t)− (hp)i = q(t) e (xv)i(t) = w(t),
para i = 1, 2, . . . , N . Note que q(t) = [qx(t) qy(t)] re-
presenta a distaˆncia entre a posic¸a˜o atual do roboˆ i e a
posic¸a˜o do mesmo roboˆ definida pela formac¸a˜o h. Esta
distaˆncia deve ser a mesma para cada roboˆ. Da mesma
forma, w representa a velocidade da formac¸a˜o, sendo
que todos os roboˆs devem possuir a mesma velocidade.
Os RMRs convergem para a formac¸a˜o h se existirem
func¸o˜es q(.), w(.) ∈ R2, tais que,
(xp)i(t)− (hp)i − q(t) → 0 e (xv)i(t)− w(t) → 0,
quando t → ∞, para i = 1, . . . , N . A Figura 1 ilustra
este conceito de formac¸a˜o, sendo representada apenas a
ana´lise com relac¸a˜o a` coordenada x do sistema de coor-
denadas inercial (X,Y ).
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Figura 1: Representac¸a˜o de uma formac¸a˜o com treˆs RMRs.
A topologia de comunicac¸a˜o entre os roboˆs mo´veis e´ re-
presentada por um d´ıgrafo Γ que captura a conectivi-
dade entre os roboˆs mo´veis. Cada ve´rtice representa
um roboˆ e ha´ uma aresta direcionada de um ve´rtice ao
outro se houver comunicac¸a˜o entre os roboˆs mo´veis. O
roboˆ mo´vel que envia a informac¸a˜o e´ considerado vizi-
nho do roboˆ que esta´ recebendo a informac¸a˜o. O par
(i, j) pertence ao conjunto de arestas E se i e´ vizinho de
j. Para implementar o controle de formac¸a˜o, utiliza-se
uma matriz Laplaciana que tem o objetivo de agrupar
as informac¸o˜es que definem quais roboˆs se comunicam
entre si.
Seja Γ um d´ıgrafo com conjunto de ve´rtices V e conjunto
de arestas E . A matriz de adjaceˆncia de Γ e´ a matriz
quadrada Q com entradas
qij =
{
1, se (j, i) ∈ E ,
0, caso contra´rio.
(i, j ∈ V).
A matriz de grau interno de Γ, definida como sendo
diagonal, e´ denotada por D e formada por
dii = | {j ∈ V : (j, i) ∈ E} |, (i ∈ V).
Dado um d´ıgrafo Γ, a matriz Laplaciana associada a ele
e´ dada por (Brualdi and Ryser, 1991)
LΓ = D
+(D −Q)
sendo D uma matriz na˜o invert´ıvel e o superescrito +
denota pseudoinversa.
O roboˆ considerado l´ıder da formac¸a˜o e´ caracterizado
por na˜o receber nenhuma informac¸a˜o de outro roboˆ mo´-
vel. Isto significa que os outros roboˆs sa˜o forc¸ados a
arranjar suas posic¸o˜es em resposta ao movimento desse
roboˆ (Lafferriere et al., 2005). Para que haja este l´ıder,
o d´ıgrafo de comunicac¸a˜o e´ uma a´rvore. Trata-se de um
d´ıgrafo Γ que na˜o tem ciclos e admite um ve´rtice v (a
raiz) tal que ha´ um trajeto direcionado de v a todos os
outros ve´rtices em Γ. Neste caso, a linha da matriz de
adjaceˆncia Q referente ao ve´rtice do l´ıder tem que ser
zero.
As informac¸o˜es de cada roboˆ mo´vel podem ser combi-
nadas de tal forma que os RMRs devem ajustar seus
movimentos com relaca˜o ao l´ıder da formac¸a˜o. As fun-
c¸o˜es de sa´ıda zi podem ser calculadas pela me´dia dos
deslocamentos relativos (e velocidades relativas) da vi-
zinhanc¸a dos respectivos roboˆs mo´veis como sendo (veja
(Fax and Murray., 2004) e (Williams et al., 2005)) para
maiores detalhes)
zi =
{ 1
|Ji|
∑
j∈Ji
((xi − hi)− (xj − hj)), se (|Ji| 6= 0)
0 c.c.
(1)
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para i = 1 . . . N, sendo que Ji indica o nu´mero de vi-
zinhos do i-e´simo roboˆ. O vetor de sa´ıda z pode ser
escrito como z = L(x − h) sendo L = LΓ ⊗ I4 e LΓ a
matriz direcionada Laplaciana do d´ıgrafo Γ (Williams
et al., 2005).
Agrupando as equac¸o˜es para todos os RMRs em um
u´nico sistema no espac¸o de estado tem-se
x˙ = Ax+Bu
z = L(x− h)
sendo A = IN ⊗Aveh e B = IN ⊗Bveh. A existeˆncia de
uma matriz de realimentac¸a˜o F tal que a soluc¸a˜o de
x˙ = Ax+BFL(x− h) (2)
converge para formac¸a˜o h pode ser vista em (Williams
et al., 2005). Este e´ um problema de estabilizac¸a˜o envol-
vendo realimentac¸a˜o da sa´ıda. Considerando as estrutu-
ras de A, B e L tem-se F da forma F = IN ⊗Fveh (que
e´ uma lei de controle descentralizada aplicada a todos
os roboˆs mo´veis). Neste caso, pode-se reescrever a Eq.
(2) como
x˙ = Ax+ LΓ ⊗BvehFveh(x− h). (3)
Note que o conjunto de roboˆs mo´veis convergira´ para
uma dada formac¸a˜o h se o Laplaciano do grafo dire-
cionado LΓ possuir pelo menos dois autovalores nulos,
(Lafferriere et al., 2005). Para obtermos o controlador,
a matriz de realimentac¸a˜o, Fveh, pode ser representada
da seguinte forma
Fveh =
[
f1 f2 0 0
0 0 f1 f2
]
.
Em (Williams et al., 2005) mostra-se que as condic¸o˜es
necessa´rias e suficientes para o sistema convergir para a
formac¸a˜o sa˜o obtidas com f1 < 0 e f2 < 0.
A principal finalidade do controle de formac¸a˜o e´ encon-
trar a matriz de realimentac¸a˜o Fveh que garanta a con-
vergeˆncia para a formac¸a˜o, dada a estrutura de Aveh. Os
elementos da matriz Aveh sa˜o os paraˆmetros que definem
a trajeto´ria de refereˆncia para o roboˆ l´ıder. O controle
mostrado acima gera as trajeto´rias que os demais RMRs
devem realizar para entrar em formac¸a˜o com o l´ıder. Es-
tas curvas sa˜o utilizadas como trajeto´rias de refereˆncia
para os roboˆs mo´veis, sendo consideradas como entradas
para o controle cinema´tico descrito no pro´xima sec¸a˜o. O
controle cinema´tico fornece, a partir das trajeto´rias de
refereˆncia e das posic¸o˜es atuais do roboˆs, as posic¸o˜es e
velocidades desejadas das rodas de cada roboˆ, que por
sua vez sa˜o utilizadas para realizar o controle baseado
no modelo dinaˆmico dos roboˆs. A Figura 2 mostra o dia-
grama de blocos simplificado das estrate´gias de controle
utilizadas neste trabalho.
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Figura 2: Diagrama de blocos simplificado das estrate´gias de
controle.
3 CINEMA´TICA DOS ROBOˆS MO´VEIS
Nesta sec¸a˜o e´ apresentado o controlador cinema´tico uti-
lizado para garantir que os RMRs do tipo diferencial,
considerados neste trabalho, acompanhem as trajeto´rias
de refereˆncia geradas pelo controle de formac¸a˜o.
A geometria de cada roboˆ e´ mostrada na Figura 3.
Assume-se que todos os RMRs teˆm a mesma dimensa˜o
e que a roda passiva na˜o influencia o comportamento
cinema´tico e dinaˆmico do roboˆ. Na Figura 3, (X,Y )
representa o sistema de coordenadas inercial; (X0, Y0) o
sistema de cordenadas local; a o comprimento do roboˆ; d
a distaˆncia entre P0 (centro do eixo das rodas atuadas)
e Pc (centro de massa); b a distaˆncia entre uma roda
atuada e o eixo de simetria do roboˆ; r o raio das rodas
atuadas; α o aˆngulo (direc¸a˜o do roboˆ) entre o eixo X
do referencial inercial e o eixo de simetria do roboˆ no
sentido hora´rio e θd e θe sa˜o os deslocamentos angulares
das rodas direita e esquerda, respectivamente.
Roboˆs mo´veis do tipo diferencial apresentam treˆs restri-
c¸o˜es cinema´ticas (Coelho and Nunes., 2003). Conside-
rando que para este tipo de roboˆ a velocidade em P0i
deve estar na direc¸a˜o do eixo de simetria (eixo X0i),
tem-se a primeira restric¸a˜o com relac¸a˜o a Pci , dada por
y˙cicosαi − x˙cisinαi − dα˙i = 0, i = 1, . . . , N
sendo (xci , yci) as coordenadas do centro de massa Pci
no sistema de coordenadas inercial e αi o aˆngulo entre
o eixo de simetria de cada roboˆ da formac¸a˜o e o eixo
X. As outras duas restric¸o˜es esta˜o relacionadas com a
rotac¸a˜o das rodas, em outras palavras, as rodas atuadas
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Figura 3: Roboˆ mo´vel do tipo unicilo.
na˜o deslizam
x˙ci cosαi + y˙ci sinαi + bα˙i − rθ˙di = 0
x˙ci cosαi + y˙ci sinαi − bα˙i − rθ˙ei = 0.
Definindo a coordenada generalizada q1i =
[xci yci αi θdi θei ]
T , as treˆs restric¸o˜es cinema´-
ticas podem ser escritas na forma matricial como
R(q1i)q˙1i = 0, sendo
R(q1i) =
 − sinαi cosαi −d 0 0− cosαi − sinαi −b r 0
− cosαi − sinαi b 0 r
 .
A matriz R(q1i) tem posto completo e pode ser expressa
como [R1(q1i) R2] de tal forma que R1(q1i) seja na˜o-
singular e S(q1i) = [(R
−1
1 (q1i)R2)
T I4]
T esteja no es-
pac¸o nulo de R(q1i), i.e., R1(q1i)S(q1i) = 0. Enta˜o,
encontra-se
S(q1i)
T=

c(b cosαi−d sinαi) c(b cosαi+d sinαi)
c(b sinαi+d cosαi) c(b sinαi−d cosαi)
c −c
1 0
0 1

sendo c = r2b . A equac¸a˜o cinema´tica e´ dada por
q˙1i(t) = S(q1i)q˙2i(t) (4)
ou
x˙ci = c(b cosαi − d sinαi)θdi + c(b cosαi + d sinαi)θei
y˙ci = c(b sinαi + d cosαi)θdi + c(b sinαi − d cosαi)θei
α˙i = c(θdi − θei). (5)
sendo q2i = [θdi θei ]
T o vetor das posic¸o˜es das rodas
direita e esquerda do i-e´simo roboˆ e q˙2i = [θ˙di θ˙ei ]
T o
vetor das velocidades angulares das rodas.
O controlador baseado na cinema´tica proposto por
(Kanayama et al., 1990), fornece as velocidades angu-
lares desejadas das rodas esquerda e direita, q˙d2i , tais
que os RMRs acompanhem as trajeto´rias de refereˆncia
geradas pelo controle de formac¸a˜o.
Considere o erro qei = [xei yei αei ]
T , entre a postura de
refereˆncia qri = [xri yri αri ]
T , obtida pela equac¸a˜o do
controle de formac¸a˜o, (3), com
αri = tg
−1(y˙ri/x˙ri), (6)
e a postura atual de cada roboˆ mo´vel na formac¸a˜o qci =
[xci yci αci ]
T . As equac¸o˜es dos erros sa˜o dadas por
xei = cosαci(xri − xci) + sinαci(yri − yci),
yei = −sinαci(xri − xci) + cosαci(yri − yci),
αei = αri − αci .
(7)
O controle cinema´tico fornece as velocidades lineares
(vdi ) e angulares (ω
d
i ) desejadas dos RMRs, considerando
o erro de postura e as velocidades lineares e angulares
de refereˆncia dadas, respectivamente, por
vri =
√
(x˙ri)
2 + (y˙ri)
2 e ωri = α˙ri . (8)
sendo x˙ri e y˙ri obtidas pela equac¸a˜o do controle de for-
mac¸a˜o, (3), e α˙ri obtida derivando-se (6) com relac¸a˜o
ao tempo.
Portanto, o controlador cinema´tico e´ dado por
vdi = vricos(αei) +Kxxei ,
ωdi = ωri + vri(Kyyei +Kαsenαei),
(9)
sendo Kx,Ky,Kα constantes definidas pelo projetista.
O controle baseado na dinaˆmica considera as velocidades
angulares desejadas das rodas de cada RMR, q˙d2i . Enta˜o,
e´ necessa´rio definir as seguintes relac¸o˜es de velocidades
q˙d2i =
[
θ˙ddi
θ˙dei
]
=
[
1/r b/r
1/r −b/r
] [
vdi
ωdi
]
(10)
sendo θ˙ddi and θ˙
d
ei
as velocidades angulares desejadas das
rodas direita e esquerda dos RMRs, respectivamente.
4 REPRESENTAC¸A˜O QUASE-LPV DOS
RMRS
Na sec¸a˜o anterior estabelecemos a maneira como as tra-
jeto´rias desejadas devem ser geradas para o controle de
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RMRs em formac¸a˜o, com base em informac¸o˜es cinema´-
ticas dos roboˆs. Nesta sec¸a˜o vamos considerar os as-
pectos dinaˆmicos dos RMRs. Inicialmente sera´ obtida
uma representac¸a˜o quase-LPV (quase-Linear com Paraˆ-
metros Variantes) dos RMRs. Sistemas LPV sa˜o sis-
temas cujas matrizes dinaˆmicas variam continuamente
conforme a variac¸a˜o no tempo de determinados paraˆ-
metros. Quando um sistema na˜o linear e´ represen-
tado como um sistema LPV cujos paraˆmetros variantes
correspondem aos estados ou parte dos estados, dize-
mos que temos uma representac¸a˜o quase-LPV daquele.
Neste trabalho, o projeto de controle H∞ com realimen-
tac¸a˜o da sa´ıda para sistemas LPV descrito em (Apkarian
and Adams, 1998) sera´ utilizado para se obter um con-
trolador baseado na dinaˆmica dos RMRs.
A equac¸a˜o dinaˆmica dos roboˆs mo´veis, usando a teoria
de Lagrange, e´ descrita por Coelho and Nunes. (2003)
como:
M(q1i)q¨1i + C(q1i , q˙1i)q˙1i = Eτi −R(q1i)
Tλi, (11)
sendo λi = [λ1i λ2i λ3i ]
T o vetor de restric¸o˜es das forc¸as,
E = [0 I4]
T a matriz de entrada, τi = [τdi τei ]
T o vetor
de torque nas rodas,
C(q1i , q˙1i) =
[ 0 0 mdα˙ cosα 0 00 0 mdα˙ sinα 0 0
]
0(3×5)

a matriz de forc¸as de coriolis e centr´ıpeta, e
M(q1i)=
2
66664
m 0 md sin αi 0 0
0 m −md cos αi 0 0
md sin αi −md cos αi I 0 0
0 0 0 Iω 0
0 0 0 0 Iω
3
77775
a matriz de ine´rcia. Os paraˆmetros m e I sa˜o dados por
m = mc + 2mω e I = Ic + 2mω(d
2 + b2) + 2Im +mcd
2,
sendo mω o conjunto da massa da roda e do rotor do
motor; mc e´ a massa da plataforma do roboˆ; Ic e´ o
momento de ine´rcia da plataforma do roboˆ em relac¸a˜o
ao eixo vertical em Pc; Iw e´ o momento de ine´rcia da
roda em relac¸a˜o ao eixo da roda; Im e´ o momento de
ine´rcia da roda em relac¸a˜o ao eixo definido no plano da
roda (perpendicular ao eixo da roda). Diferenciando a
Eq. (4) em relac¸a˜o ao tempo, substituindo o resultado
na expressa˜o dada em (11), e depois multiplicando o
lado esquerdo por S(q1i)
T , obte´m-se
M2q¨2i + C2(q˙1i)q˙2i = τi (12)
sendo M2 uma matriz constante, na˜o-singular, dada
por ST (q1i)M(q1i)S(q1i) e C2(q˙1i) = C2(α˙i). Na
derivac¸a˜o da equac¸a˜o acima utilizou-se o fato que
S(q1i)
TR(q1i)
T = 0 e E = [0 I4]
T . Adicionando uma
perturbac¸a˜o no torque δi = [δdi δei ]
T e substituindo (5)
em (12), tem-se
q¨2i = A¯(q˙2i)q˙2i + B¯τi + B¯δi, (13)
sendo A¯(q˙2i) = −M
−1
2 C2(q˙2i) e B¯ = M
−1
2 . Define-se o
estado de cada roboˆ como
xqi =
[
q˙2i
q2i
]
=

θ˙di
θ˙ei
θdi
θei

e a representac¸a˜o quase-LPV para o controle de acom-
panhamento de trajeto´ria de cada RMR em formac¸a˜o e´
dada por
x˙qi =
[
A¯(q˙2i) 0
I 0
]
xqi +
[
I
0
]
ui +
[
B¯
0
]
δi (14)
sendo
ui = B¯τi. (15)
Note que o estado e´ definido com as posic¸o˜es e veloci-
dades angulares das rodas dos RMRs. O controlador
baseado na dinaˆmica proposto neste trabalho considera
as posic¸o˜es e velocidades angulares desejadas das rodas,
qd2i e q˙
d
2i , respectivamente, para o ca´lculo do erro de
acompanhemento de trajeto´ria. As posic¸o˜es desejadas
das rodas, qd2i , sa˜o calculadas integrando no tempo as
velocidades angulares desejadas obtidas pelas equac¸o˜es
(3), (9) e (10).
O controle H∞ com realimentac¸a˜o da sa´ıda para siste-
mas LPV garante que o ganho L2 entre o distu´rbio e a
sa´ıda seja limitado por um n´ıvel de atenuac¸a˜o γ. Para
aplicar a te´cnica de controle apresentada em (Apkarian
and Adams, 1998), a equac¸a˜o de acompanhamento de
trajeto´ria de cada RMR, (14), deve ser representada de
acordo com a seguinte equac¸a˜o
x˙qi = A(ρi)xqi +B1(ρi)wi +B2(ρi)ui,
zi = C1(ρi)xqi +D11(ρi)wi +D12(ρi)ui,
yi = C2(ρi)xqi +D21(ρi)wi
(16)
sendo ρi = [ρi1(t), . . . , ρiM (t)]
T ∈ P o vetor contendo os
paraˆmetros variantes no tempo, ρik(t), k = 1, . . . ,M ,
que satisfazem |ρ˙ik(t)| ≤ vik , sendo vik ≥ 0 os limites
da taxa de variac¸a˜o dos paraˆmetros.
Considere o distu´rbio atuando no sistema como uma
composic¸a˜o da perturbac¸a˜o no torque, δi, e pela posi-
c¸o˜es angulares desejadas das rodas, qd2i , ou seja, wi =
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[
δTi (q
d
2i)
T
]T
. A sa´ıda medida zi e a sa´ıda de controle
yi sa˜o definidas em termos dos erros de posic¸a˜o, q
d
2i−q2i .
Enta˜o, (16) pode ser caracterizada pelas seguintes ma-
trizes
A(ρi) =
[
A¯(q˙2i) 0
I 0
]
, B1(ρi) =
[
B¯
0
]
,
B2(ρi) =
[
I
0
]
, C1(ρi) =
[
0 −I
0 0
]
,
C2(ρi) = [0 − I] , D11(ρi) =
[
0 I
0 0
]
,
D12(ρi) =
[
0
I
]
, D21(ρi) = [0 I] , D22(ρi) = 0,
sendo A2(q˙2i) e B definidas em (13). A dinaˆmica do
controlador e´ definida como[
x˙ki
ui
]
=
[
Ak(ρi, ρ˙i) Bk(ρi, ρ˙i)
Ck(ρi, ρ˙i) Dk(ρi, ρ˙i)
] [
xki
yi
]
. (17)
Para obter o controlador, e´ preciso resolver o seguinte
conjunto de desigualdades matriciais lineares (DMLs)
para X(ρi) e Y (ρi) minimizando γ
»
NX 0
0 I
–T 24 X˙ + XA + AT X XB1 CT1BT1 X −γI DT11
B1 D11 −γI
3
5×
»
NX 0
0 I
–
< 0,
»
NY 0
0 I
–T 24 −Y˙ + Y AT + AY Y CT1 B1C1Y −γI D11
BT1 D
T
11 −γI
3
5×
»
NY 0
0 I
–
< 0,
»
X I
I Y
–
> 0,
sendo NX e NY projetadas para qualquer base de
[C2 D21] e [B
T
2 D
T
12], respectivamente. Note que em-
bora as matrizes dependam de ρi, essa dependeˆncia foi
omitida por convenieˆncia. O controlador LPV pode ser
encontrado atrave´s do seguinte procedimento
• Calcule a soluc¸a˜o Dk para
σmax(D11 +D12DkD21) < γ,
e o conjunto Dcl := D11 +D12DkD21.
• Calcule as soluc¸o˜es B̂k e Ĉk para as equac¸o˜es ma-
triciais lineares2
4 0 D21 0DT21 −γI DTcl
0 Dcl −γI
3
5 » bBTk
?
–
= −
2
4 C2BT1 X
C1 + D12DkC2
3
5 ,
2
4 0 DT12 0D12 −γI Dcl
0 DTcl −γI
3
5 » bCk
?
–
= −
2
4 BT2C1Y
(B1 + B2DkD21)
T
3
5 .
• Calcule
Âk =− (A+B2DkC2)
T + [XB1 + B̂kD21(C1
+D12DkC2)
T ]
[
−γI DTcl
Dcl −γI
]−1
×
[
(B1 +B2DkD21)
T
C1Y +D12Ĉk
]
.
• Resolva o problema de fatorac¸a˜o para N e M
I −XY = NMT .
• Finalmente, encontre Ak, Bk e Ck dados por
Ak =N
−1(XY˙ +NM˙T + Âk −X(A−B2DkC2)Y
− B̂kC2Y −XB2Ĉk)M
−T ,
Bk =N
−1(B̂k −XB2Dk),
Ck =(Ĉk −DkC2Y )M
−T .
Algumas considerac¸o˜es devem ser tomadas para se ob-
ter o controlador acima. Primeiro, a soluc¸a˜o do con-
junto de desigualdades matriciais lineares (DMLs) e´ um
problema de dimensa˜o infinita, uma vez que o vetor de
paraˆmetros ρi varia continuamente. Para resolver este
problema, o espac¸o de paraˆmetros P e´ dividido em um
conjunto de pontos para cada paraˆmetro, formando-se
uma malha de pontos. As DMLs devem ser satisfeitas
em todos os pontos desta malha.
Segundo, as matrizes X(ρi) e Y (ρi) devem variar con-
tinuamente com o vetor de paraˆmetros. A questa˜o e´:
como expressar estas matrizes em func¸a˜o de ρi? Uma
maneira de se resolver este problema e´ definir func¸o˜es
bases para X(ρi) e Y (ρi) da seguinte forma
X(ρi) =
P∑
p=1
fp(ρi)Xp
Y (ρi) =
L∑
l=1
gl(ρi)Yl
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sendo {fp(ρi)}
P
p=1 e {gl(ρi)}
L
l=1 func¸o˜es diferencia´veis
em ρi. Uma regra pra´tica para escolhermos essas fun-
c¸o˜es e´ defin´ı-las de maneira semelhante a`s func¸o˜es que
aparecem na matriz dinaˆmica do sistema a ser contro-
lado.
A terceira considerac¸a˜o diz respeito a`s derivadas das
varia´veis X(ρi) e Y (ρi) que aparecem nas DMLs.
Considera-se neste trabalho que a taxa de variac¸a˜o dos
paraˆmetros e´ limitada ou, como descrito anteriormente,
|ρ˙ik(t)| ≤ vik . Sendo as matrizes X(ρi) e Y (ρi) descritas
como combinac¸o˜es das func¸o˜es base, as suas derivadas
nas DMLs podem ser reescritas como
X˙(ρi) =
M∑
k=1
±
(
vik
P∑
p=1
∂fp
∂ρik
Xp
)
,
Y˙ (ρi) =
M∑
k=1
±
(
vik
L∑
l=1
∂gl
∂ρik
Yl
)
.
O sinal ± significa que todas as combinac¸o˜es de si-
nais positivos e negativos devem ser consideradas para
se obter o conjunto de DMLs. Veja (Apkarian and
Adams, 1998; Wu et al., 1996) para mais informac¸o˜es
sobre a s´ıntese deste tipo de controlador. Observe que
com o aumento do nu´mero de roboˆs, o custo computaci-
onal para resolver as DMLs aumenta exponencialmente.
Entretanto, a implementac¸a˜o dos controladores pode ser
realizada dentro de um intervalo de amostragem aceita´-
vel e de forma descentralizada.
5 MODELO MARKOVIANO DOS ROBOˆS
MO´VEIS
Nesta sec¸a˜o sera´ apresentada a formulac¸a˜o do controle
de formac¸a˜o tolerante a falhas baseado nas metodolo-
gias de projeto para sistemas lineares sujeitos a saltos
Markovianos. A falha considerada aqui corresponde a`
perda de um dos roboˆs da formac¸a˜o, em especial, pode-
se considerar a perda do l´ıder. Apo´s a ocorreˆncia da
falha, a dinaˆmica do roboˆ perdido na˜o e´ considerada no
projeto do controlador baseado em SLSM. Ale´m disso,
considera-se que o roboˆ perdido na˜o se tornara´, apo´s a
falha, um obsta´culo para os demais roboˆs da formac¸a˜o.
As metodologias apresentadas neste trabalho podem ser
aplicadas em ambientes com obsta´culos. Neste caso, a
trajeto´ria desejada do l´ıder e´ alterada para se evitar o
obsta´culo. Em formac¸o˜es com nu´mero elevado de roboˆs,
uma estrate´gia e´ dividir a formac¸a˜o em duas formac¸o˜es
independentes, cada uma com um l´ıder, cujas trajeto´rias
desejadas evitam os obsta´culos.
Os modelos dinaˆmicos dos roboˆs mo´veis em formac¸a˜o
sa˜o linearizados em torno de pontos definidos na faixa
de operac¸a˜o dos roboˆs mo´veis, caracterizada a partir
dos limites ma´ximos e mı´nimos das varia´veis de posic¸a˜o
e velocidade. O modelo Markoviano para este sistema
considera os pontos de operac¸a˜o utilizados e a configu-
rac¸a˜o de formac¸a˜o (se ha´ ou na˜o perda de roboˆs). O
estado Markoviano atual e´ definido pelo ponto de ope-
rac¸a˜o atual, pelo nu´mero de roboˆs na formac¸a˜o e pela
informac¸a˜o de qual roboˆ e´ o l´ıder.
Cabe salientar que esta abordagem permite considerar
outros aspectos que podem ser u´teis para determinadas
aplicac¸o˜es como a alternaˆncia de l´ıder, falhas de comuni-
cac¸a˜o e obsta´culos esta´ticos e dinaˆmicos. Tais aspectos
sera˜o considerados em trabalhos futuros.
Para obter o sistema linear referente aos pontos de ope-
rac¸a˜o, o modelo dinaˆmico dos RMRs (12), com o acre´s-
cimo da perturbac¸a˜o no torque, e´ representado por
M2q¨2i + bi = τi + δi, (18)
sendo bi = C2(q˙2i)q˙2i . A linearizac¸a˜o de (18) em torno
de um ponto de operac¸a˜o ψ com posic¸a˜o qψ2i e velocidade
q˙ψ2i , para cada RMR em formac¸a˜o, e´ dada por
˙¯xi = A
ψ
i x¯i + E
ψ
i w¯i +B
ψ
i u¯i,
z¯i = C
ψ
1i
x¯i +D
ψ
1i
u¯i,
y¯i = C
ψ
2i
x¯i +D
ψ
2i
w¯i
sendo
Aψi =
[
M−12 kp −M
−1
2
∂b
∂q˙
ψ
2i
0 I
]
,
Eψi = B
j
i =
[
M−12
0
]
, Cψ1i =
[
αiI
0
]
, Dψ1i =
[
0
βiI
]
,
Cψ2i =
[
0 I
]
, Dψ2i = 0, x¯i =

θ˙ddi − θ˙di
θ˙dei − θ˙ei
θddi − θdi
θdei − θei
 ,
u¯i a entrada de controle calculada de acordo com o con-
trolador Markoviano apresentado a seguir e w¯i = δi. αi
e βi sa˜o ponderac¸o˜es definidas pelo projetista para os er-
ros de acompanhamento de trajeto´ria e para a entrada
de controle, respectivamente. O torque aplicado pelos
atuadores do i-e´simo roboˆ e´ definido por
τi = [kp 0]x¯i + u¯i. (19)
Considera-se neste trabalho que o nu´mero de pontos de
operac¸a˜o, Ψ, e´ o mesmo para cada uma das formac¸o˜es.
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Considera-se tambe´m que as formac¸o˜es resultantes de
falha possuem apenas um roboˆ perdido. Ou seja, para
uma formac¸a˜o inicial com N roboˆs, teremos N + 1 pos-
sibilidades de formac¸a˜o. Uma formac¸a˜o com todos os
roboˆs e N formac¸o˜es com um roboˆ perdido. Formac¸o˜es
com mais roboˆs perdidos tambe´m podem ser considera-
das.
A matriz dinaˆmica de uma formac¸a˜o inicial com N
roboˆs, para um determinado ponto de operac¸a˜o, e´ dada
por
0A
ψ =

Aψ1 · · · 0 · · · 0
...
. . .
... · · ·
...
0 · · · Aψi · · · 0
... · · ·
...
. . .
...
0 · · · 0 · · · AψN

.
A matriz dinaˆmica de uma formac¸a˜o com perda do i-
e´simo roboˆ e´ dada por
iA
ψ =

Aψ1 · · · 0 · · · 0
...
. . .
... · · ·
...
0 · · · 0 · · · 0
... · · ·
...
. . .
...
0 · · · 0 · · · AψN
 .
As demais matrizes do sistema, iE
ψ, iB
ψ, iC
ψ
1 , iC
ψ
2 ,
iD
ψ
1 e iD
ψ
2 , podem ser constru´ıdas de forma similar a`s
matrizes iA
ψ, ψ = 1, · · · ,Ψ.
Considere as colec¸o˜es de matrizes reais dadas por
AΘ =(0A
1, . . . ,0A
Ψ,1A
1, . . . ,1A
Ψ, . . . ,N A
1, . . . ,N A
Ψ),
EΘ =(0E
1, . . . ,0E
Ψ,1E
1, . . . ,1E
Ψ, . . . ,N E
1, . . . ,N E
Ψ),
BΘ =(0B
1, . . . ,0B
Ψ,1B
1, . . . ,1B
Ψ, . . . ,N B
1, . . . ,N B
Ψ),
C1Θ =(0C
1
1 , . . . ,0 C
Ψ
1 ,1 C
1
1 , . . . ,1 C
Ψ
1 , . . . ,N C
1
1 , . . . ,N C
Ψ
1 ),
C2Θ =(0C
1
2 , . . . ,0 C
Ψ
2 ,1 C
1
2 , . . . ,1 C
Ψ
2 , . . . ,N C
1
2 , . . . ,N C
Ψ
2 ),
D1Θ =(0D
1
1, . . . ,0D
Ψ
1 ,1D
1
1, . . . ,1D
Ψ
1 , . . . ,N D
1
1, . . . ,N D
Ψ
1 ),
D2Θ =(0D
1
2, . . . ,0D
Ψ
2 ,1D
1
2, . . . ,1D
Ψ
2 , . . . ,N D
1
2, . . . ,N D
Ψ
2 ),
sendo o conjunto Θ definido como Θ = {1, · · · ,Ψ(N +
1)}. O nu´mero de elementos do conjunto Θ define o
nu´mero de estados Markovianos do sistema.
O controle H∞ com realimentac¸a˜o da sa´ıda para SLSM
apresentado neste artigo pode ser visto em (Siqueira
et al., 2007) e em (de Farias et al., 2000). Considere
uma cadeia de Markov homogeˆnea de tempo cont´ınuo,
θ(t) = {θ ∈ Θ : t > 0}, com probabilidade de transi-
c¸a˜o Pr definida como:
Pr(θ(t+∆t) = j|θ(t) = i) =
{
λij∆ + o(δ), se i 6= j
1 + λii∆ + o(δ), se i = j,
com i, j ∈ Θ, ∆ > 0 , e λij ≥ 0 a taxa de transic¸a˜o do
estado Markoviano i para o estado j (i 6= j), sendo
λii = −
Ψ(N+1)∑
j=1,j 6=i
λij .
A distribuic¸a˜o de probabilidade da cadeia de Markov no
tempo inicial e´ dada por µ = (µ1, ..., µΨ(N+1)), sendo
Pr(θ(0) = i) = µi. O sistema linear sujeito a salto
Markoviano e´ dado por
˙¯x = Aθ(t)x¯+ Eθ(t)w¯ +Bθ(t)u¯,
z¯ = C1θ(t)x¯+D1θ(t)u¯,
y¯ = C2θ(t)x¯+D2θ(t)w¯,
com w¯ ∈ L2, E(|x¯(0)|
2) < ∞.
O controlador dinaˆmico e´ dado por
˙¯xc = Acθ(t)x¯c +Bcθ(t)y¯,
u¯ = Ccθ(t)x¯c,
(20)
sendo Acθ(t) ∈ AcΘ, Bcθ(t) ∈ BcΘ e Ccθ(t) ∈ CcΘ.
O problema de controle H∞ via realimentac¸a˜o de
sa´ıda para SLSM consiste em encontrar controladores
(Acθ, Bcθ, Ccθ), com θ ∈ Θ, tais que, a norma H∞ do
sistema em malha fechada seja menor que γ.
Para encontrar estes controladores, o conjunto de DMLs
descrito em (19-21) deve ser resolvido. Uma vez obtida
a soluc¸a˜o para o conjutno de DMLs, os controladores
sa˜o projetados por
Ccθ = FθY
−1
θ
Bcθ = (Y
−1
θ −Xθ)
−1Lθ
Acθ = (Y
−1
θ −Xθ)
−1MθY
−1
θ
sendo,
Mθ =−A
T
θ −XθAθYθ −XθBθFθ − LθC2θYθ
− CT1 θ(C1θYθ +D1θFθ)− γ
−2(XθEθ + LθD2θ)E
T
θ
−
Ψ(N+1)∑
j=1
λθjY
−1
j Yθ.
Embora o custo computacional para se encontrar solu-
c¸o˜es fact´ıveis para os controladores seja elevado, a imple-
mentac¸a˜o destes controladores pode ser realizada dentro
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[
ATθ Xθ +XθAθ + LθC2θ + C2
T
θ L
T
θ + C1
T
θ C1θ +
∑Ψ(N+1)
j=1 λθjXj XθEθ + LθD2θ
ETθ Xθ +D2
T
θ L
T
θ −γ
2I
]
< 0, (19)
AθYθ + YθATθ +BθFθ + FTθ BTθ + λθθYθ + γ−2EθETθ YθC1Tθ + FTθ D1Tθ RθYC1θY θ +D1θFθ −I 0
RTθ (Y ) 0 Sθ(Y )
 < 0, (20)
[
Yθ I
I Xθ
]
> 0. (21)
sendo
Rθ(Y ) =
[√
λ1θYθ, . . . ,
√
λ(θ−1)θYθ,
√
λ(θ+1)θYθ, . . . ,
√
λ(Ψ(N+1))θYθ
]
,
Sθ(Y ) = −diag(Y1, . . . , Yθ−1, . . . , Yθ+1, . . . , YΨ(N+1)).
de um intervalo de amostragem aceita´vel e de forma des-
centralizada. A grande dificuldade esta´ no projeto, com
o aumento do nu´mero de roboˆs o custo computacional
para resolver as DMLs aumenta exponencialmente.
6 RESULTADOS
Nesta sec¸a˜o vamos apresentar resultados de simulac¸a˜o
para o controle robusto de roboˆs em formac¸a˜o com al-
ternaˆncia de l´ıder baseado no controladorH∞ na˜o linear
apresentado na Sec¸a˜o 4 e para o controle de formac¸a˜o
tolerante a falhas baseado no controle Markoviano apre-
sentado na Sec¸a˜o 5. O diagrama de blocos das estra-
te´gias de controle propostas neste artigo e´ mostrado na
Figura 4.
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Figura 4: Diagrama de blocos detalhado das estrate´gias de con-
trole.
Inicialmente, consideram-se seis RMRs em formac¸a˜o. A
Fig. 5 mostra seis poss´ıveis d´ıgrafos, um para cada pos-
siblidade de alternaˆncia dos roboˆs na lideranc¸a da for-
mac¸a˜o, ou seja, para cada roboˆ na lideranc¸a tem-se uma
LΓ. Observe que os c´ırculos em vermelho correspondem
ao roboˆ l´ıder da formac¸a˜o. Foi considerada a seguinte
formac¸a˜o para os RMRs
(hp)1 = [6 0], (hp)2 = [3 2], (hp)3 = [3 − 2],
(hp)4 = [0 4], (hp)5 = [0 0], (hp)6 = [0 − 4].
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Figura 5: D´ıgrafos para cada um dos l´ıderes da formac¸a˜o.
Os roboˆs sera˜o denominados conforme sua posic¸a˜o na
formac¸a˜o, ou seja, o L´ıder 1 sera´ o roboˆ que esta´ na po-
sic¸a˜o h1 e assim por diante. A matriz de realimentac¸a˜o
Fveh aplicada a todos os roboˆs da formac¸a˜o e´ dada por
Fveh =
[
−310 −400 0 0
0 0 −310 −400
]
.
Para o controlador baseado na cinema´tica, os ganhos
38 Revista Controle & Automac¸a˜o/Vol.21 no.1/Jan e Fev 2010
foram definidos como Kx = 7, Ky = 52, Kα = 27. Os
valores destes ganhos foram escolhidos heuristicamente
buscando obter uma resposta ra´pida, pore´m suave, da
trajeto´ria. As trajeto´rias de refereˆncia, xri e yri , sa˜o
dadas pela Eq. (3) com condic¸o˜es iniciais
(xc1(0), yc1(0), αc1(0)) = (0, 4, 0),
(xc2(0), yc2(0), αc2(0)) = (0, 6, 0),
(xc3(0), yc3(0), αc3(0)) = (0, 2, 0),
(xc4(0), yc4(0), αc4(0)) = (0, 14, 0),
(xc5(0), yc5(0), αc5(0)) = (0, 12, 0),
(xc6(0), yc6(0), αc6(0)) = (0, 10, 0).
Os seguintes paraˆmetros nominais sa˜o considerados para
todos os roboˆs, eles correspondem aos paraˆmetros do
roboˆ mo´vel constru´ıdo em nosso laborato´rio (Inoue
et al., 2009): mω = 0, 075 (kg), mc = 0, 597 (kg),
a = 0, 17 (m), b = 0, 065 (m), d = 0, 01 (m), r = 0, 028
(m), Ic = 0, 0023 (kg.m
2), Iω = 0, 00038 (kg.m
2) e
Im = 3, 7× 10−7 (kg.m2).
Para o controlador H∞ via representac¸a˜o quase-LPV, o
espac¸o de variac¸a˜o dos paraˆmetros ρi, P, definido como
−pi ≤ ˙˜θdi ≤ pi(rad/s) e − pi ≤
˙˜
θei ≤ pi(rad/s),
com νi = [
¨˜
θdimax
¨˜
θeimax ] = [2.5pi 2.5pi](rad/s
2), e´ di-
vidido em L = 3 pontos para cada paraˆmetro. Note
que os paraˆmetros selecionados correspondem aos er-
ros de velocidade das rodas direita e esquerda de cada
roboˆ. As func¸o˜es base foram selecionadas de modo a
apresentar um comportamento semelhante ao sistema a
ser controladof1(ρi) = g1(ρi) = 10
6, g2 = 10
11cos
˙˜
θdi e
g3(ρi) = 10
9sen
˙˜
θei , sendo X(θ) e Y (θ) definidas como
segue
X(ρi) := X0f1(ρi)
Y (ρi) := Y0g1(ρi) + Y1g2(ρi) + Y2g3(ρi).
O melhor n´ıvel de atenuac¸a˜o encontrado foi γ = 2.61.
Para testar a robustez dos controladores, distu´rbios ex-
ternos foram introduzidos nos torques das rodas da se-
guinte forma
δdi = 1e
−(t−4)4sen(1.3pit),
δei = −1e
−(t−4)4sen(1.3pit).
A simulac¸a˜o do controlador H∞ com realimentac¸a˜o da
sa´ıda foi realizada para os seis roboˆs mo´veis, que se al-
ternaram na lideranc¸a da formac¸a˜o (sendo o roboˆ 1 o
l´ıder inicial, o roboˆ 6 o l´ıder intermedia´rio e o roboˆ 4 o
l´ıder final) durante a trajeto´ria, Fig. 6. A sequeˆncia de
lideranc¸a e´ definida aleatoriamente segundo uma matriz
de probabilidade uniforme para todos os roboˆs da for-
mac¸a˜o, ou seja, qualquer roboˆ pode assumir a lideranc¸a
com a mesma probabilidade (no exemplo considerado,
esta probabilidade e´ 1/6). Note que, para fins de simu-
lac¸a˜o, foram realizadas duas alternaˆncias de l´ıder dentro
do intervalo de tempo considerado, em espac¸os regulares
da trajeto´ria, respectivamente, a um terc¸o e dois terc¸os
desta. O projetista tambe´m pode definir uma func¸a˜o
densidade de probabilidades que descreve os instantes
de tempo em que ha´ maior probabilidade de ocorrer a
alternaˆncia de l´ıder.
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Figura 6: Controle quase-LPV com realimentac¸a˜o da sa´ıda para
os RMRs em formac¸a˜o. A regia˜o em destaque mostra o mo-
mento no qual o distu´rbio foi aplicado.
O erros de direc¸a˜o dos roboˆs durante a trajeto´ria com
alternaˆncia de l´ıder sa˜o mostrados na Figura 7. Observe
que os distu´rbios foram rejeitados adequadamente. Nas
figuras 8 e 9 sa˜o mostrados os distu´rbios e torques, res-
pectivamente, aplicados nas rodas atuadas.
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Figura 7: Erros de direc¸a˜o dos roboˆs mo´veis.
Para o controle tolerante a falhas, foi considerada como
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Figura 8: Distu´rbios aplicados nas rodas direita e esquerda dos
roboˆs.
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Figura 9: Torques aplicados nas rodas direita e esquerda dos
roboˆs.
falha a remoc¸a˜o do l´ıder de uma formac¸a˜o composta
por treˆs roboˆs (N = 3). Assim, o sistema inicia o mo-
vimento coordenado com um conjunto de treˆs roboˆs e
durante o movimento o roboˆ l´ıder inicial e´ removido.
Imediatamente um segundo roboˆ assume a lideranc¸a ate´
que o movimento seja finalizado. Neste experimento
na˜o esta´ sendo considerada a alternaˆncia aleato´ria de
l´ıder. Considera-se tambe´m que um ponto de lineari-
zac¸a˜o em 1 rad/s caracterize ambos os cena´rios pre´ e
po´s falha para calcular as respectivas matrizes dinaˆmi-
cas do sistema linear, ou seja, Ψ = 1. Portanto, temos
2 estados Markovianos, um para cada formac¸a˜o. Se-
guindo a notac¸a˜o apresentada na Sec¸a˜o 5, o conjunto de
matrizes dinaˆmicas do modelo Markoviano e´ dado por
AΘ = (0A
1,1A
1, ), sendo que 0 a` esquerda de A sig-
nifica que o movimento coordenado evolui inicialmente
com todos os roboˆs e 1 significa que houve uma falha
e o roboˆ 1 foi exclu´ıdo da formac¸a˜o. Para esse modelo
Markoviano Θ = {1, 2}.
As taxas de transic¸a˜o entre os estados Markovianos sa˜o
agrupadas em uma matriz de taxa de transic¸a˜o Λ de
dimensa˜o 2 x 2. A matriz Λ e´ particionada nas seguintes
submatrizes
Λ =
[
Λp1 Λf
Λ0 Λp2
]
.
As submatrizes Λpi mostram as relac¸o˜es entre os pon-
tos de operac¸a˜o, e a submatriz diagonal Λf determina
a probabilidade de ocorreˆncia de falha. Depois da falha
ter ocorrido o sistema muda para a segunda linha de Λ,
e Λ0 mostra que a formac¸a˜o inicial na˜o pode ser recu-
perada. Para o problema em questa˜o, a matriz de taxa
de transic¸a˜o Λ foi selecionada como sendo
Λp1 = −0.6, Λp2 = 0,
Λf = 0.6, Λ0 = 0.
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Figura 10: Trajeto´ria dos roboˆs com controlador Markoviano.
A Figura 10 mostra os resultados experimentais da tra-
jeto´ria efetuada pela formac¸a˜o utilizando o controlador
Markoviano via realimentac¸a˜o de sa´ıda. Inicialmente o
l´ıder da formac¸a˜o era o roboˆ representado pelo c´ırculo
em vermelho, e, em td = 0, 5 s este roboˆ foi removido e
a falha detectada. A partir deste instante, o roboˆ 2 as-
sumiu a lideranc¸a da formac¸a˜o (indicado na figura pelo
c´ırculo verde). Note que neste experimento na˜o ha´ uma
alternaˆncia aleato´ria de l´ıder, e sim, uma troca devido a`
falha do roboˆ 1. Apo´s a falha, o roboˆ 1 na˜o influencia a
dinaˆmica dos demais roboˆs, pois ele na˜o pertence a` nova
formac¸a˜o. As linhas tracejadas na Figura 10 denotam as
trajeto´rias desejadas dos RMRs e a linha cont´ınua a tra-
jeto´ria real. Tambe´m e´ mostrado na Figura (11) o erro
de direc¸a˜o do roboˆ 1 durante a trajeto´ria. Das simula-
c¸o˜es obtidas, observa-se que apo´s a ocorreˆncia da falha
o sistema mante´m a estabilidade com os roboˆs em movi-
mento coordenado durante a reconfigurac¸a˜o do controle.
7 CONCLUSO˜ES
Neste artigo foram propostas duas estrate´gias de con-
trole para movimentos coordenados de roboˆs mo´veis com
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Figura 11: Erro de direc¸a˜o do roboˆ 1 com controlador Marko-
viano.
rodas, uma robusta e outra tolerante a falhas. Inicial-
mente, considerou-se uma formac¸a˜o com alternaˆncia de
l´ıder sujeita a distu´rbios externos. O controle robusto
H∞ na˜o linear por realimentac¸a˜o da sa´ıda, em conjunto
com os controles de formac¸a˜o e cinema´tico, garante a
estabilidade da formac¸a˜o considerando as caracter´ısti-
cas dinaˆmicas dos roboˆs mo´veis. A segunda estrate´gia
considera que a formac¸a˜o pode sofrer a perda de roboˆs,
inclusive do l´ıder. Neste caso, foi proposto um controle
tolerante a falhas baseado na teoria de sistemas lineares
sujeitos a saltos Markovianos. Novamente, o controla-
dor H∞ por realimentac¸a˜o da sa´ıda para SLSM garante
a estabilidade global do sistema mesmo com a perda de
roboˆs da formac¸a˜o. Os aspectos principais das duas me-
todologias propostas foram considerados nos exemplos
apresentados, robustez a distu´rbios externos e toleraˆn-
cia a falhas. Entretanto, ha´ uma infinidade de situac¸o˜es
nas quais a metodologia proposta neste artigo precisa ser
aperfeic¸oada para funcionar com eficieˆncia, por exemplo
quando ocorrem falhas de comunicac¸a˜o ou quando apa-
recem obsta´culos de maneira aleato´ria. Esses problemas
sera˜o tratados futuramente.
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